Einige Berechnungen rund um den Bumerang
Verschiebung des Schwerpunktes durch zusätzliches Gewicht

Das Anbringen von Zusatzgewichten auf dem Bumerang ist ein beliebtes Mittel, um die Flugeigenschaften wunschgemäss zu verändern. Dabei spielt die Grösse des Gewichtes und der Ort der Anbringung eine Rolle. Durch das Gewicht werden folgende Eigenschaften des Bumerangs beeinflusst:

1. das Gewicht 

2. die Schwerpunktlage 
3. das Trägheitsmoment

4. die Lage der Drehachse

5. die Aerodynamik

Auf den Punkt 5 wollen wir hier nicht näher eingehen. Es ist klar, dass ein Gewicht in Form einer Münze den Widerstand beträchtlich erhöht, ein eingelassenes Gewicht jedoch die Aerodynamik kaum beeinträchtigt. Punkt 1 ist ebenfalls trivial. 

Schwerpunktslage

Die Lage des Schwerpunktes wird sich ein wenig in Richtung des angebrachten Gewichtes verschieben (Abb. 1). Da der Schwerpunkt auch das Rotationszentrum darstellt, also denjenigen Punkt, um den sich der Bumerang dreht, wird der Bumerang nach dem Anbringen eines Gewichtes am Flügelende "eiern", d.h der Schwerpunkt liegt nicht mehr auf einer Symmetrieachse des Bumerangs. Um wieviel sich der Schwerpunkt verschiebt, kann man relativ einfach berechnen. Der ursprüngliche Schwerpunkt S des Bumerangs verschiebt sich durch Anbringen eines Gewichtes der Masse m um den Betrag d in die neue Schwerpunktslage S''. Die Schwerpunktsverschiebung ist in Richtung der Position des angebrachten Gewichtes. Es gilt:
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Gl. 1: Schwerpunktsverschiebung
wobei M die Masse des Bumerangs ist und a der Abstand des Gewichtes vom ursprünglichen Schwerpunkt S. 

[image: image2.wmf]
Abb. 1: Verschiebung des Schwerpunktes aufgrund der Anbringung eines Gewichtes.

Beispiel: An einem Bumerang der Masse M = 70 g wird aussen an Arm 1 im Abstand a = 20 cm vom ursprünglichen Schwerpunkt S ein Gewicht der Masse m = 5 g befestigt. Für die Verschiebung des Schwerpunktes erhalten wir d = 1.33 cm. Das erscheint als relativ wenig, aber man wird deutlich beobachten, dass der gewichtete Bumerang "eiert". 

Trägheitsmoment
Das Trägheitsmoment eines Körpers ist ein Mass für die Stabilität der Drehachse gegen Kippen. Es wird massgeblich davon bestimmt, wieviel Masse sich wie "weit weg" vom Schwerpunkt befindet. Ein Bumerang, der viel Gewicht "innen", also nahe am Schwerpunkt trägt (zB 'Fuzzy'), besitzt ein kleineres Trägheitsmoment als ein Bumerang mit identischem Gewicht, wobei dies jedoch weiter aussen verteilt ist (zB 'Omega'). Gewichte an den Flügelenden erhöhen erwartungsgemäss das Trägheitsmoment am stärksten. Der mathematische Zusammenhang zeigt den bedeutenderen Einfluss des Abstandes vom Schwerpunkt gegenüber der Masse des angebrachten Gewichtes. Das Trägheitsmoment Iz einer Masse m im Abstand r von einer Drehachse z berechnet sich wiefolgt (Abb. 2):
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Gl. 2: Trägheitsmoment bzgl. z-Achse
Der Abstand geht also im Quadrat ein. Im Anhang B wird das Trägheitsmoment für einen einfachen zweiflügligen Bumerang berechnet. Da das Flachlegen massgeblich vom Trägheitsmoment mitbestimmt wird, ergibt sich durch ein aussen angebrachtes Gewicht eine trägere Drehachse und damit ein langsameres Flachlegen als durch ein innen angebrachtes Gewicht.
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Abb. 2: Berechnung des Trägheitsmomentes eines Körpers der Masse m bezüglich der Drehachse z. Die Drehgeschwindigkeit  ist angegeben. 
Beispiel: Wir bringen im Abstand r = a = 23.7 cm vom Schwerpunkt ein Gewicht der Masse m = 5 g an. Das Trägheitsmoment des Bumerangs bezüglich der z-Achse erhöht sich um Iz = 2.81 kg cm2. Für den Beispielbumerang in Anhang B (Masse 70 g) wurde ein Trägheitsmoment von Iz = 13.13 kg cm2 erhalten. Die Zunahme beträgt also 21 %. Das Gewicht hat sich jedoch nur um 5 g : 70 g = 7 % erhöht. Es wurde bei dieser Berechnung vernachlässigt, dass sich die Schwerpunktslage um 1.58 cm in Richtung Flügelende verschiebt (berechnet aus Gleichung 1) . Dies würde das Ergebnis aber nur geringfügig ändern. 
Auf den Aspekt der Änderung der Lage der Drehachse soll in der nächsten Ausgabe des 'Swiss Boomerang Newsletters' eingegangen werden. 
Anhang A: Berechnung der Schwerpunktslage für einen einfachen Bumerang

Wir betrachten einen symmetrischen zweiarmigen Bumerang mit Öffnungswinkel  (Abb. 3). Die Länge der Arme sei L. Wir vereinfachen die Geometrie derart, dass wir annehmen, die Arme bestehen aus unendlich dünnen "Stäben". Das vereinfacht die Berechnung deutlich. Das Resultat wird nicht wesentlich abweichen für einen "richtigen" Bumerang mit endlicher Flügelbreite und -dicke.
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Abb. 3: Bumerangmodell zur Berechnung der Schwerpunktslage S. 

Der Schwerpunkt S wird natürlich auf der Symmetrieachse des Bumerangs liegen, im Abstand s vom Ellenbogen. Nach der Anwendung von ein bisschen Trigonometrie erhält man 
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Gl. 3: Schwerpunktslage
Der Ausdruck für einen Öffnungswinkel von  = 90° vereinfacht sich entsprechend.
Das Resultat kann man auch einfach geometrisch erhalten. Der Schwerpunkt S ist in der Mitte zwischen Ellenbogen und dem auf die Symmetrieachse projizierten Flügelende(n). Wir können nun den Abstand a des Flügelendes vom Schwerpunkt S berechnen:
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Gl. 4: Abstand zum Arm 1 Ende
Beispiel: für einen Bumerang mit Armlänge L = 30 cm und einem Öffnungswinkel von 90° erhält man s = 10.6 cm. Der Abstand  zum Flügelende ist a = 23.7 cm. 
Anhang B: Berechnung des Trägheitsmomentes für einen einfachen Bumerang

Wir betrachten wiederum den Bumerang aus Abb. 3. Für die Berechnung des Trägheitsmomentes bezüglich des Schwerpunktes für die Drehung um die zur Zeichenebene senkrechte Achse verwenden wir den Formalismus von Abb. 2 und Gleichung 2, und zwar für jeden einzelnen Punkt des Bumerangs. Dabei können wir von der Tatsache profitieren, dass der Bumerang symmetrisch ist. Wir brauchen also nur für einen Arm zu rechnen, und dann mit 2 zu multiplizieren. Nach einigem Rechnen erhält man für das Trägheitsmoment:
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Gl. 5: Trägheitsmoment
wobei sich der Ausdruck für einen Öffnungswinkel des Bumerangs  = 90° der Ausdruck deutlich vereinfacht.
Beispiel: für einen Bumerang mit Armlänge L = 30 cm, einem Öffnungswinkel von  = 90° und einem Gewicht von m = 70 g erhält man Iz = 13.13 kg cm2. 
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Abb. 4: Zur Erklärung des Trägheitsradius rg. Der Kreisring mit Radius rg hat bezüglich des Schwerpunktes S dasselbe Trägheitsmoment Iz wie der Bumerang gleicher Masse. 

Wie kann man sich jetzt das Trägheitsmoment vorstellen ? Man kann die Grösse Iz veranschaulichen mithilfe des sogenannten Trägheitsradius rg. Dieser sagt aus, in welchem Abstand von der Rotationsachse man sich die Masse m des Objektes, also des Bumerangs, als Ring vorzustellen hat, der dasselbe Trägheitsmoment Iz besitzt (Abb. 4). Der Trägheitsradius berechnet sich folgendermassen:
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Gl. 6: Trägheitsradius
Beispiel: Für unseren Bumerang mit m = 70 g und Iz = 13.13 kg cm2 erhalten wir also rg = 13.7 cm. 
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